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MO DAU

Vao cudi thé ky XIX, bén canh nhiing loai s6 thong thuong da biét nhu
s6 ty nhién N, s6 nguyén Z, sb hitu ty Q, sé thyc R va s phic C, nha toan
hoc Dtrc Kurt Hensen da str dung mot y tudng tuong tu nhu khi ta xét cac ham
sb trén mot duong cong dai s6 &p dung vao Iy thuyét s dé sang tao ra mot loai
s6 mai ngoai nhitng sb thong thudng da biét trong Iy thuyét sé duoc goi 1 sb p -
adic (hay téng quat hon 1a nhom p - adic) trong d6 p 1a s6 nguyén t6. Cac sé nay
d3 bd sung cho cac tap sd phia trén va theo Ostrowki di vét can moi cach mo
rong sé hitu ty. Ké tir d6 dén nay, céac sé p - adic khong nging dugc tim hiéu
nhitng tinh chat ciing nhu cac tng dung cta no trong cac linh vuc khac nhau cua
toan hoc ciing nhu trong vat ly. Nhitng nghién ctru co ban dau tién I1a nhiing
nguyén ctiu xay dung giai tich p - adic, tac la giai tich trén cac s p - adic: cac
phép tinh vi phan, phuong trinh vi phan, tich phan, cdc ham giai tich, bién doi
Fourier, Iy thuyét nhom... duoc tién hanh bai nhiéu nha toan hoc. Cac s6 p - adic
dan dén métric khdng — Archimedean thich hop cho sy md ta khong — thoi gian
roi rac. Cung vai vé dep toan hoc, cac sb p - adic tré thanh mot cong cu hitu
hiéu gilp cac nha vat Iy mo ta chinh xac hon thé gisi khach quan trong nhiéu
linh vuc tr vi mo dén vi mé: co hoc luong tir, Iy thuyét day, moi trudng dong
dac, vi tru hoc,... va khoa hoc nhan thuec.

Ngay 08 thang 08 nim 1900, tai hoi nghi todn hoc qudc té to chirc tai
Paris, nha toan hoc Puc David Hilbert da dua ra mdt ban danh sach gém 23 van
dé (bai toan) trong toan hoc van chua c6 101 giai tai thoi diém d6 duoc ong tin 13
quan trong cap thiét nhat (mot s6 bai toan sau nay c6 sy anh hudng 16n dén nén
toan hoc cua thé ky XX). Trong danh sach trén thi van dé sb 5 lién quan dén cac
nhom Lie lién tuc. Hilbert tin rang cic phép bién doi giita cac nhom nay c6 thé

dugc mo ta theo mot cach ma khi dé ching 1a cac vi phan.



Vao nhimg niam 1940, Paul A. Smith da tong quét bai toan sé6 5 ma
Hilbert néu ra (sau nay dugc goi 1a phong doan Hilbert — Smith) nhu sau: “Néu
G la mot nhom compact dia phuong tac dong mot cach hiéu qua I1én mot da tap
nhu mot nhdm bién ddi (topd) thi G ¢6 1a mot nhém Lie hay khong?”. Phong
doan nay ciing dugc chinh 6ng ching minh la twong duong vai cau hoi: “Véi
mot da tap M thi liéu c6 ton tai mot tac dong hiéu qua cua mot nhdm p — adic

A, Ién da tap nay hay khong?”.

Ké tir khi bai toan duoc dua ra cho dén nay da co nhiéu nha todn hoc
tham gia giai quyét va da chimg minh duoc sy ton tai cua tac dong hiéu qua nay
nhu:

- L.E.J Brouwer di giai quyét truong hop dimM =2 vao nam 1919.

- J. Pardon véi dimM =3 vao nam 2011 [7].

- Bochner — Montgomery da ching minh nhém A tic dong bang cac vi

phoi (nam 1946).
- Scepin - Repovs ciing chi ra nhém A, tac dong bang cac dong phoi
Lipschitz (nam 1997).

Tuy nhién, vai cac sb chiéu 16n hon 3 thi phong doan nay van con l1a bai
to4n mé quan trong cua hinh hoc tépd va van duoc trién khai bai cac nha toén
hoc theo nhiéu huéng nho khac nhau. Mot trong cac hudng d6 1a thay da tap
trong phong doan bang cac khdng gian ma nhém p — adic c6 thé tac dong hiéu
qua 1én dugc. Nam 2005, Zhiquing Yang da xay dung duoc mot 16p cac khéng
gian cho tac dong nay[11]. Trong bai viét nay, ching t6i dé cap dén mot két qua
lién quan dén tac dong nhém p — adic 1én continuum Peano va tir d6 néu ra két

qua téng quat hon cho nhém compact 0 chiéu tac dong 1én continuum Peano.



Ngoai ra, khi nhom p —adic A tic dong mot cach hi¢u qua 1én mot )
khdng gian X khéac nhau thi ta s& c6 cac két qua vé sé chiéu déi dong diéu
nguyén cua khong gian quy dao (khong gian thwong) nhu sau:

- Néu X 1a khong gian Hausdorff lién thong dia phuong thi ta co

dim, X/A, <3+dim, X [10], trong d6 dim, X Kky hi¢u s6 chiéu dbi
d6ng diéu nguyen.

- Néu X compact thi bat dang thire trén duoc thu hep thanh
dim, X/A, <2+dim, X [4].

- Néu X 1a da tap thi khong gian thuong c6 s6 chiéu doi ddng diéu
nguyén thoa dim, X /A, =2+dim,, X [10]. Pang thirc nay van dling
khi X lamot ANR (lan can co rit tuyét doi) va tac dong A, 1a tac
dong tu do [5].

- Khong gian thuong X /A, khdng co s6 chiéu du [4],[5].

Ching ta s& b6 sung thém mot két qua mai vao danh séach trén khi X 1a
continuum Peano. Néu A tac dong hiéu qua thi ta chimg minh duoc sy ton tai
cua nhirng phép nang cac cung tir khéng gian thuong sinh bai tac dong nay.
Tuong ty, Vi bat Ky continuum con lién thong don cua khong gian quy dao thi
cac phép nang van ton tai. Khi d6 ta c6 mot dang cau giira nhitng nhom dong
luan bac cao 7, (X) =7, (X/A,) véi moi n>2.

Cudi cung, luan van s& trinh bay nhitng két qua thu duoc khi tac dong
A, tir hiéu qua dugc thu hep lai thanh tac dong ty do. Néu X la continuum
Peano khong phén tich dia phuong duoc boi bat ky tap 1 — chiéu nao thi véi moi
diém x e X ta c6 nhitng tap con bat bién dic trung cua X chta x. Cac tap d6
la p— adic solenoid, p* cac p- adic solenoid phan biét véi k 1a sb tu nhién

bat ky, khong gian A  x S* va dudng cong Menger "



Do d6 luan van dugc chia lam ba chuong chinh nhu sau:

Chuong 1. KIEN THUC CO SO chi yéu trinh bay cac khai niém xuat
hién trong luan van.

Chuong 2. PHAN HOACH trinh bay khai niém phan hoach mét tap va
diéu kién dé mot tap phan hoach duoc.

Chuong 3. CONTINUUM PEANO DUGI TAC BONG P — ADIC trinh
bay cac két qua chinh thu dugc nhu da gidi thiéu phia trén.

T6i xin bay t6 1ong biét on sau sic dén TS. Nguyén Ha Thanh, nguoi
thay da truc tiép hudng dan, gitp dd téi vé mat nghién ciru ciing nhu niém tin dé
hoan thanh luan van nay.

Bén canh do, toi cling xin chan thanh g 161 cam on dén cac quy thay co
trong t6 bo mén Hinh hoc noi riéng va toan thé quy thay cé khoa Toan — Tin
truong Pai hoc Su pham thanh phdé H6 Chi Minh néi chung di tan tinh giang
day va giup d t6i trong sudt qua trinh hoc tap.

Cubi cung, tdi xin cam on gia dinh, ban bé di dong vién va tao diéu kién

thuan loi dé t6i hoan thanh luan vin nay.



Chwong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Noi dung chii yéu ciia chuong nay 1a gidi thiéu cac khai niém trong topo
dai cuong duoc dung trong Chuong 3. Ngoai ra, chuong nay ciing néu khai niém
vé gidi han nguoc, sé p - adic va mot s6 vi du 1am rd dé tir d6 trong Chuong 3 ta
s& trinh bay khai niém vé nhém p - adic.

1.1. Céc khai niém tépb
1.1.1. Dinh nghia

Mot khong gian t6pd X duoc goi la mot khéng gian T, néu véi moi cap
diém phan biét x,x, € X thi ton tai mot tap mé U < X sao cho x €U va
X, ¢U.

1.1.2. Pinh nghia
Mot khong gian topd X duoc goi la mot khdng gian T3£ hay khéng gian

2
Tychonoff hoic 1a khong gian chinh tac day da néu X la khong gian T, va V6i
moi xe X, moi tip dong F = X sao cho x¢ F thi ton tai mot ham lién tuc
f:X —>1saocho f(x)=0va f(y)=1véi yeF.
1.1.3. Pinh nghia
Mot anh xa f: X =Y duoc goi la dong phdi nhiing néu né 1a ddng phoi
d6ng thoi ciing 13 phép nhung; tic 12 néu ton tai mot khoéng gian con L cua Y va
mot dong phdi f': X — L saocho f =i f'.
1.1.4. Dinh nghia
Cho X la mét khéng gian tép6 va A la khong gian con cua X. Khi d6 mot
anh xa lién tyc f : X — A 1a mot phép co néu f khi thu hep vao A thi f 1a anh xa
dong nhat trén A; tic 1a f (a) =a voi moi ae A. Khi d6 ta goi A 1a cdi co cua X.

1.1.5. Pinh nghia



Néu tn tai mot tip moé U sao cho AcU < X va A l1a mot céi co cua U
thi A duoc goi la mét 1an cdn co cua X.
1.1.6. Pinh nghia
Mot khong gian X duoc goi 1a 1an cdn co tuyér déi néu véi moi khdng
gian dinh chuan Y nhing duoc vao X nhu mot tap con déng va X 1a 1an can co
cuay.
1.1.7. Dinh nghia
Mot tinh chét tdpd P duoc goi 1a di truyén néu vai bat ky khong gian X
cd tinh chat 7 moi tap con cua X ciing phai ¢d tinh chat P .
1.1.8. Pinh nghia
Hai tap con A va B cua khong gian t6pd X duoc goi la tach néu
ANB=0=ANB.
1.1.9. Pinh nghia
Hai tap con A va B cua khong gian tdpd X duoc goi la phan tach hoan
toan néu ton tai mot ham lién tuc f:X —1 théa f(x)=0 véi xe A va
f(x)=1védi xeB.Khidotanoi f tach haitiap A va B.
1.1.10. Pinh nghia

Mot ho {A} . céc tap con cua tip X duoc goi la phi cua X néu

seS

[ JA =X .Néu X lakhong gian topd va cac tap A deu la tap m¢ (dong) thi ta

seS
goi phit { A} . la phu mo (dong).
1.1.11. Pinh nghia

Mot phu B={B} _ khdc cua tip X duoc goi la loc cua phu

teT

A={A}_, néutdntai seS saocho B = A, .Khidé tansi B lammin A.

1.1.12. Pinh nghia



Mot phu A'={A,}_ ., cia X la phi con cua phu A={A} _ cua X
néu S'cS va Al = A voi moi seS’. Noi riéng, moi phu con Ia mét loc.
1.1.13. Pinh nghia
M6t cai phi cua khdng gian tdpd gom céc tap mo (déng) cac phiém ham
duoc goi la phi ham mg (dong).
1.1.14. Pinh nghia
Goi A:{Ag}ses la phu cua tap X . Ta noi tdp sao cua M < X lién hé

véi A latap St(M, A)=| J{A:M A =D} Tap sao cua tap mot diem {x}
lien hé véi A duoc goi 1a sao cia diém x lién hé véi A va duoc ky hiéu la

St(x,.A). Ta goi mot phu B={B} . coa tap X la mot loc sao cua phu

teT
A={A},_ néuvsimoiteT tontaimot seS sao cho St(B,B)< A . Néu véi
moi x € X ton tai mot se S sao cho St(x,B) < A thitanéi B la mot loc trong
tam cua A . Hién nhién moi loc sao 1a loc trong tm va moi loc trong tam 13 loc.
1.1.15. Dinh nghia
Anh nguoc cua nhitng tap mot diém qua anh xa f duoc goi la cac thé
cua f.
1.1.16. Dinh nghia
Mot khdng gian tdpd X duoc goi 1a compact néu moi phi mé cua X
déu c6 mot phu con hitu han. Nghia 1a véi moi phu mé {U,}_ cuia khong gian
X ton tai mot tap hitu han {s,s,,...,s,} =S sao cho X =U, uU, U...UU, .
1.1.17. Dinh nghia
Mot khdng gian tdpd X duoc goi 1a compact dia phwong néu véi moi
X € X ton tai mot 1an can U cua x sao cho U 1a mot khong gian con compact

cia X . Do khong gian compact U la khdng gian T, nén tap {x} déng trong U .



Diéu nay suy ra {x} dong trong X . Tic |a moi khong gian compact dia phuong
la khong gian T,.
1.1.18. Pinh nghia
Mot anh xa dong lién tuc f: X —Y dugc goi 1a hoan chinh néu X 1
khong gian Hausdorff va moi thg f ~*(y) la tap con compact cua X .
1.1.19. Pinh nghia
Mot khong gian tdpd X duogc goi 1a lién théng néu X khong thé dugc viét
dudi dang X, ® X, trong d6 X, va X, la cac tap con khac rong cia X va @ la
ky hiéu téng truc tiép.
1.1.20. Pinh nghia
Mot khong gian t6pd X goi 12 lién thong dia phirong néu véi moi x e X
va bat ky mot 1an can U caa mot diém x thi ton tai mot tap lién thong C cU sao
cho xe IntC.
1.1.21. Pinh nghia
Mot khdng gian X duogc goi 12 lién théng dwong néu véi moi cap diém
X, X, cia X ton tai mot anh xa lién tuc f:1 — X di tir mot doan don vi dong |
tgi khdng gian X thoa f(0)=x, va f (1) =x,.
1.1.22. Pinh nghia
Mot khong gian X duoc goi 1a lién thong dwong dia phirong néu véi moli
x € X va bat ky mot 1an can U cua x ton tai mot 1an can V caa x sao cho véi moi
y eV ton tai mot anh xa liéntuc f:1 —>U thoa f(0)=x va f(QD)=y.
1.1.23. Pinh nghia
Mot khong gian X duoc goi 1a lién théng cung néu véi moi cip diém
phan biét x,x, caa X thi ton tai mot ¢ong phdi nhidng h: 1 — X di tir mt doan
don vi déng | vao khong gian X théa h(0) = x, va h(1) =x,.
1.1.24. Pinh nghia



Mot khong gian X duoc goi 14 lién théng cung dia phiwong néu véi moi
x € X va bat ky mot 1an can U cua x ton tai mot 1an can V caa x sao cho véi moi
y eV \{x} ton tai mot déng phdi nhing h:1 - U thoa h(0)=x va h(D=y.

1.1.25. Dinh nghia

Mot khdng gian X duoc goi 12 lién théng don néu nd lién théng dudng va
v6éi moi anh xa lién tuc f:S*=6D% —> X c6 thé mo rong thanh f:D? > X
(trong d6 D? la 2 —dia va S* 1a duong tron bién).

1.1.25. Pinh nghia

Thanh phan lién thong lién thdng ciia mér diém x trong mot khong gian
t6pd X 1 hop cua tit ca cac khdng gian con lién thdng chira x caa X.

Thanh phan lién thdng lién théng cua hai diém phan biét trong khong
gian tépd X thi tring nhau hoic phan biét. Do d¢6 moi thanh phan lién théng lién
thong tao thanh sy phén tich khong gian X thanh cac tap con lién thong d6i mdt
roi nhau va duoc goi 1a thanh phdn lién théng cia khdng gian X.

1.1.27. Pinh nghia

Thuat ngit thanh phan hdu lién thdng cia mét diém x trong khong gian
t6pd X dung dé chi giao ciia moi tap con vira déng vira mo chira x cua X.

Thanh phan hau lién théng 1a mét tap con dong trong X. Thanh phan hau
lién thdng cua hai diém phan biét trong khong gian tdpd X thi tring nhau hoic
phan biét . Do d6 tat ca cac thanh phan hau lién théng tao thanh su phan tich
khéng gian X thanh cac tap con déong d6i mot roi nhau va duoc goi la thanh
phan hau lién théng cia khong gian X.

1.1.28. Dinh nghia

Mot khdng gian t6pd X dugc goi la khong lién théng di truyén néu X
khong chtra bat ki mot tap con lién thdng nao cd sb phan tir 16m hon 1.

Do d6, mot khong gian X 1a khdng lién thong di truyén néu va chi néu

thanh phan lién thdng cua bat ki diém x e X chi chtra chinh diém x. Vi cac thanh
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phan lién thdng cua khong gian 13 dong nén moi khéng gian khong lién théng di
truyén 1a khong gian T,.
1.1.29. Dinh nghia
Mot khdng gian topd X dugc goi la 0 — chiéu néu X 1a mot khong gian T,
khdng rong va c6 mot co s& gdm Cc4c tap vira dong vira mg. Hién nhién, moi
khong gian 0 — chiéu 1a mot khong gian Tychonoff.
1.1.30. Dinh nghia
Mot khéng gian topd X duoc goi 12 0 — chiéu manh néu X 1a khéng gian
Tychonoff khac rong va moi pha ham mo {Ui}:‘=1 cua X c6 mét loc mé hitu han
{V;}" sa0 cho V, "V, =@. Hién nhién, loc {V,}" gom cac tap vira dong vira
mao va do d6 1a mot phu ham mé cua X.
1.1.31. Dinh nghia
Mot khong gian X duoc goi 1a hoan toan khéng lién théng néu cau tric
thanh phan hau lién thong cua bat ky diém x e X chi chta chinh diém x.
1.1.32. Dinh nghia
Mot anh xa lién tuc f:X —Y la nhe (0 — chiéu) néu moi the ()
khong lién thdng di truyén (0 — chiéu hoac rong).
1.1.33. Dinh nghia
Cho f:X —>Y va g: X —Y lacac anh xa lién tuc gitra hai khong gian
t6pd X va Y. Anh xa f va g duoc goi 1a dong luan néu ton tai mot anh xa lién tuc
H: X x[0,1] »Y sao cho H(x,0)= f (x) va H(x,1)=g(x) véi moi xe X.
Anh xa H véi tinh chét nhu trén duoc goi 12 phép dong luan gita f va g.
1.1.34. Dinh nghia
Cho X 1a mot khong gian Tychonoff va goi n 1a ky hiéu cho sé nguyén

|6n hon hay bang —1. Ta cé :



11

(1) dim X <n néu moi phi ham mé hiru han cia X c6 mot loc ham mé
ma bac nhé hon hodc bang n.
(2) dimX =n néu dim X <n va bt dang thicc dim X <n—1 khong xay
ra.
(3) dim X =0 bat dang thac dim X <n khong xay ra véi moi n.
Cac diéu kién (1) — (3) duoc gan cho moi khong gian Tychonoff X ma sé
dim X 1a mot s6 nguyén 16n hon hodc bang —1 hoic “sb vo han” « . S6 dim X
duoc goi l1a chiéu Cech — Lebesgue hay chiéu pha caa khdng gian X. Hién nhién
néu hai khong gian X va Y dong phéi thi dim X =dimY .
Tur dinh nghia chiéu phu ta suy ra ngay dimX =-1 néu va chi néu
X =@ va dim X =0 khi va chi khi X 1a 0 — chiéu manh.
1.1.35. Dinh nghia
Cho G 1a mot nhém abel ¢ dinh khéc rdng va véi moi khéng gian topd
X ta goi chiéu doi dong diéu cia X theo G, ky hiéu dimg X , 1a mét sé nguyén
I6n hon hodc bang — 1 hay 1a “sb vo han” o théa man cac diéu kién sau day:
(1) dimg X =—1 khi va chi khi X =&
(2) dimg X <n trongdd n=0,1,... néu H™ (X, A;G)=0 véi moi tap
dong Ac X vavaimoi i=-10,1,...
(3) dimg X =n néu dimg X <n va dimg X >n-1.
(4) dimg X =0 néu dimg X >n véi n=-1,0,1,...
1.1.36. Dinh nghia
Mot tap compact X dugc goi 1a i gia tri chiéu néudimg X =dim,, X
vGi moi nhom abel G.
1.1.37. Pinh nghia
Mot khdng gian X duogc goi 1a o tinh chdt cung phan biét (DAP) voi

mdi ¢>0 va véi hai anh xa bat ky f,g:1=[0,1] > X ton tai cac anh xa
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f',g':1 > X théa f'(1)ng'(1)= va o(f,f)<e, 0(9,9') <& trong d6 o
la chuan métric sup cam sinh boi métric o trong X .
Néu | trong dinh nghia dugc thay bai dia n— chiéu thi ta c6 tinh chét
n— dia phan biét (DD"P)
1.1.38. Pinh nghia
Cho X la mét khéng gian metric. Mot anh xa lién tuc p:[0,1] > X dugc
goi la mot duong. Mot duong don hay mét cung « la mét song anh lién tuc
a:[01] - X.
1.1.39 Pinh nghia
Mot tap X duoc goi 1a mot deong cong dong don néu X dong phdi voi
tap gdm cac diém nam trén dudng tron.
1.1.40. Pinh nghia
Mot khdng gian X goi 1a duoc (phan) tach boi cung @ néu X \a co it
nhat hai thanh phan lién théng. Néu x,y € X ta n6i mot cung « tach x tir y néu
a tach X va x, y nam trong cac thanh phan lién théng phan biét cua X \ o .
1.2. Giéi han ngwoc, S6 p — adic, p — adic solenoid

1.2.1. Pinh nghia

Mot day nguoc 1a mot "day doi" {X;, f;}" cua cac khong gian X; goi la

cac khong gian thanh phan lién théng va cac ham lién tuc f: X, — X, goi la

i+1

C4C dnh xa lién két. Ta thuong viét ddy ngugc nhu sau:

f f fi fi fi
X¢—— X, ¢—2— 22— X, ¢——— X, L —--,

i i+1

Khi d6 gidi han ngiege cua {X;, f;}” 1a mot khong gian con cia khong

gian tich Décac H X, xac dinh nhu sau:

i=1

lim{X,, )7, {(xi);ilef[xi:fi(xm):xi,\ﬂ}.
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o0

Trong d6 lim{X;, f,}." 1a ky hiéu cua giéi han nguoc.

Trong phan tiép theo ching ta sé& chi tap trung gigi thiéu cach xay dung
s6 p — adic cling nhu cac khai niém va tinh chat lién quan dén nd. Vi thé, ching
ta s& khong di sau vao ching minh cho cac ménh dé va dinh 1y duéi day.

1.2.2. Dinh nghia

Cho 0% x eZ. Khi d6 thir tu p — adic (hoac gié tri p — adic) cua x la

ord ,x =max{r: p"|xj.

Trong d6 ky hiéu | nghia la wéc.

Voi %e@ thi thir tu p — adic cﬁa% la

a
orde:ordpa—ordpb.
Luu y trong moi truong hop thi ord, ludn cho ta mot s6 nguyén va do

d6 dinh nghia vé tha tu p — adic cho phan sb % dugc néu trén 13 tét, nghia 1a
néu %:% thi
ord a—ord b=ord a'—ord b'.
Chiing ta cling quy uoc ord 0= oo.
1.2.3. Ménh dé
Cho x,y e Q. Khi dé ord, c6 nhiing tinh chat sau day:
() ord )x =00 néu va chi néu x=0;
(b) ord ,(xy)=ord x+ord y;
(c) ord (x+y)= min{ordpx,ordpy} .

1.2.4. Dinh nghia

Cho x € Q. Khi d6 chudn p — adic cta x duoc cho bai



14

X, =

p " khi x=0,
p™  khi x=0.

1.2.5. Ménh dé

Ham | | :Q—R" c6 cAc tinh chat sau:
(8) [x|, =0 néu va chi néu x=0;
(b) [xy[, =[x| [y,
(©) |x+ |, <max{[x| .|y}
1.2.6. Dinh nghia
Vanh céc sé p — adic la sy md rong cua Q theo chuan p — adic | \p duoc
ky higu la Q. Chuan trén Q , ciing duoc ky higu la | | .
1.2.7. Dinh nghia
Dia don vi quanh 0 Q , la tap cac so nguyén p — adic
7, ={ae(@p :‘a‘p Sl}.
1.2.8. Ménh dé
Tép cac so nguyén p — adic Z , la vanh con cia Q. Moi phan tir cua
Z , la gi6i han caa mét day cac so nguyén (khong 4m) va nguoc lai moi day
Cauchy céc sé nguyén trong Q ludn c6 mét gidi han trong Z .
Bay gio chiing ta s& di mo ta cac phan tu ciia Q , mot cach rd rang bang
cach dung khai trién chiz sé p — adic. Ching ta bat dau véi cac phan ta trong
Z . T 1.2.7 ta suy ra c6 mot so nguyén o, thoa diéu kién

@y —al <1, 0<a,<(p-1).
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S nguyén p — adic @ —a, c6 chuan <1/p va do d6 sd p — adic
(e —a,)/ p ndmtrong Z . Lap lai buc cudi ching ta thu dugc mét s nguyén

a, théa
1
‘a—(ao +0:1p)‘p <=, 0<g <(p-1).
Cu tiép tuc nhur vay thi ta s& c6 mot day cac s6 nguyén o, thoa

1
< 0<a,<(p-1).

n

‘a—(a0+a1p+---+anp”)

Day ( B,) trong do
B =a,+ap+--+a,p"

|l day Cauchy theo chuan | |,- Hon nira, gi6i han ciand 1a & do

1
‘a—ﬂn‘p <F.

Nhu vay chdng ta c6 mét khai trién

a=a,+ap+a,p’+-
goi lai khai trién thap phan cia mot sé thuc nhung voi vo sé cac liy thira co thé
¢ cua p. Do 1a khai trien p — adic (chudn tac) cua o e Z ) va cac a, dugc goi la
chi sé p — adic (chudn tac). Khai trién nay c6 su khac biét vé tinh duy nhdt so
vé6i khai trién thap phan. Bé thdy diéu nay, ta gia s

a=al+ap+a,p’+--
la mot khai trién p — adic tha hai cua o thoa cac tinh chat nhu khai trién tha
nhat. Goi d la s6 nguyén dau tién sao cho o, =, . Khong mat tong quat ta c6
thé gia sir o, <o vadodd 1<a) —a, <(p-1). Néu

Bi=agtap+-+a,p'

thi
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By — B, :(a(lj _ad)pd'

Do d6
, 1
‘ﬁd_ﬂd‘pzﬁ'
Luuy
ﬁé_ﬂd‘p - ‘(ﬂé_a)-i_(a_ﬂd)‘p
< max{|g; —al, e~ Bl }
1
< F’

diéu ndy mau thuin véi dang thac cudi. Do d6 khong co d ndo ton tai va vi vay
chi c6 duy nhat mot khai trién.

Bay gio véi a e Q, 12 mot s6 p — adic bat ky. Khi |a| <1 thi ching ta
da biét cach tim khai trién p — adic cia né. Neu |a| >1 thi ta gia sir |a| = p"
v6i k>0.Xét B=p“a véi || =1 thi g c6 mot khai tricn p — adic

B=p +ﬂ1p+ﬁ2p2 e
nhu phia trén. Khi do6
J

a:p_i"‘%"‘“""&"‘ﬂk + BeaP ot B p

trong d6 0< B <(p-1) véi mdi n.
Nhing 1ap luan néu trén cho ta mot két qua quan trong.
1.2.9. Pinh ly
Moi s6 p — adic o € Q , déu c6 mot khai trién p — adic duy nhat
a=a_ p +a_p T ta, P ra pra, tapta,pi e
V6i o, €Z va 0<e,<(p-1). Honnita, « € Z, khi va chi khi &, =0 véi bét

ky r>0.
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Chlng ta c6 thé tinh toan trong Q , theo céach twong ty dugc dung trong
R véi khai trién thap phan.
1.2.10 Vi du
Tinh
(1/3+2+2-3+0-32+2-3%+--)+(2/32 +0/3+1+2-3+1-3%+1.3 +--.).
Céach 1am 1 ching ta sé& bat dau tir bén trai va tién dan vé bén phai. Do do,
néu két qua 1a
a=a,/F+a,/3+a,+a3+
thi
a,=2, a,=1 a, :2+1:0+1'3f0’
va cu thuc hién nhu vay
a1:2+2+1:2+1-3f2

trong d6 1 dugc Iy tir s6 hang 3°. Tiép tuc ta c6
a,=0+1+1=2, a3:2+1:0+1-3§0,

vadoddtaco
a=213+1/3+0+2-3+0-3 +---.

Luu ¥ 1a khai trién p — adic cua mot s6 p — adic 1a duy nhat trong khi
khai trién thap phan caa mot sé thi lai khdng duy nhat.

Vidu 0.999-.-=1.000---=1.

1.2.11. Pinh nghia

Véi mdi p=2,3,... xét fP:S'— S duogc cho boi fP(z)=2zP voi mdi

zeS' (¢ day S* 1a duong tron don vi trong mit phang va z° ky hiéu lity thira

pcuaz). Voimdi p cho trudc, dat:

> =lim{X,, f,}" trongdé X,=S'vaf =fP véimoi i=12,...
P <«
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Ta c6 mdi Z Vol p>2 la mdt continuum khong phan tich duoc va
p

duogc goi la p — adic solenoid.
1.3. Anh xa phi, Phép nang, Tap bat bién
1.3.1. Pinh nghia
Cho X,Y la cac khéng gian topd va p: X —Y la mot anh xa lién tuc.
Mot tap mo U cua Y goi 1 duoc phii déu bai anh xa p néu va chi néu p™(U)
la hop cac tap mé roi nhau cia X ma mdi tap nay lai dong cau 1én U qua p.
Anh xa p: X —Y duogc goi 1a mot anh xa phiz néu p: X — Y la toan &nh va moi
diém cua X duoc chira trong nhitng tap mé duoc pha déu boi dnh xa p.
Néu p:X —Y la mot &nh xa pha thi ta n6i X 1a mot khong gian phi
cua Y.
1.3.2. Vi du
Cho S* 1a duong tron don vi trong R? thi anh xa p:R — S* xac dinh
bai
p(t)=(cos2r,sin 2xt)
la &nh xa phu.
That vay, ldy nla mot diém trén S*. Xét tap mo U trong S* chta n nhu
sau U =S*\{-n} thi ta c6 n=(cos2xt,,sin2xt,) véi t,eR. Khido p*(U) la

hop céac tap mé roi nhau J, véi n 1a cac sé nguyén:
1 1
J, = teR:t0+n—§<t<t0+n+E

MGi tap J_ lai ddng cu lén U qua anh xa p. Diéunay chira p:R — S*
la &nh xa phu.
1.3.3. Vi du
Anh xa p:C — C\{0} xac dinh boi p(z)=exp(z) 1a mot anh xa phu.
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That vay, véi bat ky 6 e[z, 7] ta dinh nghia:
U,={zeC\{0}:arg(~z) = 6}.

Khi d6 p™(U,) Ia hop céc tap mo roi nhau {ze C:[Imz -6 -27n|< z}
VvGi moi s6 nguyén n va mdi tap nay qua p lai dong cau 1én U,. Do d6 U, duoc
phu déu boi dnh xa p.

1.3.4. Pinh nghia

Cho p: X —Y la mot anh xa phu Ién khéng gian toépé X . Véi Z la mot
khdong gian topb va goi f:Z —Y la mot anh xa lién tuc. Mot anh xa lién tuc
f :Z — X duogc goi 1a mot phép nang caa anh xa f néuvachinéu po f =f .

Ta c6 so d6 giao hoan sau :

1.3.5. Pinh nghia
Cho mét nhdm G tac dong 1én X va layx e X . Khi d6 quy dao cua X,
ky hiéu O, la tap hop xac dinh nhu sau:
0,={9-X/geG}.
1.3.6. Pinh nghia
Mot tap M < Q duoc goi la bdt bién qua ¢ néu n6 chara mot quy dao
day du cua moi diém trong M. NGi cach khac, véi moi xe M va véi moi
teR thi o(t,x)e M.
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Chwong 2. PHAN HOACH

Trong chuong ndy chung ta s& tim hiéu mot sé khai niém ciing nhu tinh
chat ciia su phan hoach mot tap. Nhung trude hét, ching ta s& trinh bay mot khai
niém dugc néu boi Sierpinski va sau nay duoc R. L. Moore dung va dugc 6ng
goi la tinh chat S.

2.1. Tinhchat S

2.1.1. Pinh nghia

Mot tap M duogc goi 1a cé tinh chat S néu thoa véi mbi € >0, M 13 hop
cua hiru han cac tap lién thong c¢6 duong kinh nho hon ¢.

2.1.2. Ménh dé

Néu M cd tinh chat S thi né lién thong dia phuong.

Chang minh.

Ldy x la mot diém bat ky trong M. Voi moi s duong &, dit
M=MuUM,uU...UM, trong do 5(Mi)<5/2(5(Mi)lé duong kinh tap M,).
Lay K la hop cia nhiing tap M, chia x hodc nhan x lam diém gii han. Khi d6
K lién thong va §(K) < &. Do x khong 1a diém gidi han cua M \ K nén n6 chi
ra M lién thong dia phuong tai x .=

2.1.3. Pinh nghia

Mot tap M duoc goi 14 lién théng dia phwong déu néu véi mdi & >0, ton
tai mot 5, >0 thoa véSi x,y 1a hai diém bat ky trong mot tap con lién théng c6
duong kinh nho hon ¢ cta M thi khoang cach gitra X va y nho hon J, .

Tu dinh nghia ta thay lién thong dia phuong déu thi lién thong dia
phuong. Bidu nguoc lai chi dung khi tap 1a compact.

2.1.4. Ménh dé
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Moi tap M compact lién thong dia phuong thi lién thong dia phuong
déu.

Chang minh.

Gia str nguoc lai, M khong lién thong dia phuong déu thi véi & >0, V6i
moi s6 thue duong n thi ton tai hai diém x, va y, cia M théa p(x,,y,)<1/n
nhung khéng nam trong tap con lién thong co duong kinh nhé hon ecua M . Do
M compact nén ddy {x,} chua mot ddy con {x,} héi tu vé diém p cua M .
Hién nhién day {yni} cling hoi tu vé p do ,o(xni,yni)<1/ni <1/i. Nhung vi M
lién thong dia phuong tai p nén ton tai & sao cho V_(p) nam trong mot mién
R c6 duong Kinh nho hon ¢. Hon nita, véi n; du lon thi x, vy, <R mau
thuan voi dinh nghia x, Vva y, . Vay M lién thong dia phuong deu. m

Bay gid ching ta s& chi ra tap lién thong dja phwong déu clng véi diéu
kién compact thi manh hon so v&i tinh chat S. Bau tién ta c6 mot vi du vai C 13
duong tron va p 1a mot diém trén C thi tap C\{p} c6 tinh chit S nhung khong
lién thong dia phuong déu. Nghia la mot tap co thé cé tinh chat S nhung chua
han 1a lién thong dia phuong déu.

2.1.5. Ménh dé
Moi tdp M compact va lién thong dia phuong déu thi 6 tinh chét S.
Chang minh.

Véi s6 duong ¢ bat ky, ldy & >0 thoa voi hai diém x va y bét ky cung
nam trong mot tap con lién thong dwong kinh nho hon ¢/3 cia M thi
p(x,y)<5.Dit P=p,up,u-- thi P latip dém dugc tri mat trong M (tic
la P> M) . Véi mdi n, goi R Iatap tat ca cac diém trong M c6 tinh chat 1a
clng nam véi p, trong mot tap con lién thong cia M c6 duong kinh nho hon

¢/3.Khi do R, lién théng va 5(R,) <& véi mdi n. Bay gio ta chi ra c6 mot k
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k
nao d6 d¢ M =|_JR, . Gia sir nguoc lai, ton tai mot day vo han {p,} cac diém
1

trong P thoa v&i mdi i thi p, khong nam trong URH. Do M compact nén
1
{Pp,} co diém gii han p. Nhung khi d6 v6i hai diém p, va p, (s>r) thoa

p(P,.p,)<d thi p, =R, cnURn mau thuan véi dinh nghia cua {p,} Vi
1

vay, c6 mot sé k sao cho M =LkJRn nén M c6 tinh chat S. m
1
Hai ménh dé trén cho ta thiét lap mot dic trung cua continuum lién
thong dia phuong.
2.1.6. Pinh ly
Piéu kién can va du dé mot continuum M lién thong dia phuong 1a M
cd tinh chat S.
Chang minh.
Str dung 2.1.4. ta ¢6 moi continuum lién thong dia phuong thi lién thong
dia phuong déu va do d6 dung 2.1.5. ta cd6 M c6 tinh chét S.
Nguoc lai tir 2.1.2. ta ¢ moi tap cd tinh chat S thi lién théng dia phuong.
|
2.2. Phan hoach

Qua nhirng kién thuc giai tich co ban dd hoc , ta déu biét tich phan
Jj f (x)dx c6 thé duogc tinh thong qua gisi han lim>_ f (&£)Ax, . Viéc chia mot

doan tir a dén b thanh hitu han thanh phan lién thong véi ¢ dai Ax. duoc goi la
phan hoach mot doan tir a dén b. Cac thanh phan lién thdng nhu vay duoc goi
la mot phan hoach. Tuong tu, phan hoach cé thé duoc dung trong tinh tich phan
trén cé4c tap tly y. Phan hoach cung cip cho chlng ta mot co sé phép do tiéu

chuan trén céc khoang cta ham dudi dau tich phan. Sau ddy, ching ta s& xac
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dinh phén hoach trén cac tap ma khong dung cac don vi cia d6 do nhu do dai,
dién tich hay thé tich.
2.2.1. Pinh nghia
Mot tap M goi 1 phan hoach dwroc néu véi mdi s6 duong & ¢d mot ho
hitu han G céc tap con lién théng mé loai trir 13n nhau (khéng chdng Ién nhau)
cia M thoa mdi phan tir ciia G c6 duong kinh nho hon & va hop ciia céc phan tir
nay la tru mat trong M .

Khi d6 ta goi G la mot ¢ — phan hoach cia M .

@-?’I

=
K

Hinh 2.2.1.

2.2.2. Pinh nghia
Cho G va H la hai phan hoach cua M . Tanéi G 1a loc cua H néu mdi
phan tir cia G 1a tap con ctia mot phan ti trong H .
Trong Hinh 2.2.1. phan hoach duoc biéu dién boi cac duong nhat 12 loc
ctia phan hoach biéu dién bang cac duong dam.
2.2.3. Pinh nghia
Phan hoach U la mét phan hoach khoi néu mdi phan tir cua U 4 lién

thong déu dia phuong va 1a phan trong ciia bao dong caa chinh né.
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Hon nita, phan trong bao dong cta hai phan tir ké nhau trong U 12 lién

thong va lién thong déu dia phuong .

Hinh 2.2.2.

Trong Hinh 2.2.2. thi b 12 phan hoach khdi.

2.2.4. Pinh nghia

Mot phan hoach khéi V dugc goi 1a mot loc chinh cua phan hoach khéi
U néu n6 thoa mén cac diéu kién sau:

(i) VIamotloccuaU.

(i) Vi mdi cap phan tir ké nhau u’,u” trong U thi trong V c6 tuong
g hai phan tir v/,v" ké nhau thoa V' U V" 14 tap con cta phan trong o' uU” .

(iii) Véi ueU , cac phan tir cua V nam trong u c6 thé duoc sip thir tu
la v,,v,,...,v. sao cho V, cit mdi v, va v, lai cat bién caa u néu va chi néu i >0.

Ta goi v, la phan tiz chinh va v,,v,,...,v. 1a cac phan ti bién.

Néu B la mot tap con va G 1a ho céc tap con cua X thi ta goi S(B,G) la
phan trong ctia bao dong hop céc phan tir cia G ma c6 diém gigi han nam trén
B.

Sau day, chung ta gia str cic khong gian déu c6 mot métric D(x,y).

2.2.5.B6 d@é



25

Vé6i méi tap lien théng M c6 tinh chat S ta ludén tim dwgc mot
continuum compact lién thong dia phuong H va mot dong phdi T di tir M vao
mot tap con tri mat H' caa H thoa duong kinh cia mdi tap con lién thong X
cia M bang véi duong kinh caa T(X) va véi méi tap con mo, lién théng M
cia H thi T (R-H’) lién thong.

Chang minh.

[9]. m

2.2.6. Bo dé

Néu M l1a mot tap lién théng co tinh chat S, H va K 1a cac tap con caa
M cach nhau mot khoang duong thi ¢c6 mét ho hiru han cac tap con ma, lién
théng, loai trir 1an nhau cua M thoa hop cua ho nay tri mat trong M , khong c6
phan tir ndo trong ho cling cit H va K ; hon nira, bat ki mot phan tir ndo trong
ho ma cit K thi ¢ tinh chat S.

Chang minh.

Ta s& chang minh bo dé cho truong hop M déng va compact. Truong
hop tong quét suy tir 2.2.5.

Ly H' va K’ Ia hai tap cach nhau mot khoang duong chita H va K
tuong tng sao cho mdi diém trong M thuéc mot cung c6 duong kinh nho hon
1/2 cat H'UK'. Ky hiéu H, (hoic K,) la tap tat ca cac diém nam trong mot
tap con lién thong cua M cit H'(hoic K') va c6 duong kinh nhoé hon
D(H’,K’)/3. Ta luu y rang H, va K, chi c6 hitu han cac thanh phan lién thong.

Goi W 1a ho hitu han cac diém cua M théa mdi diém thuéc mét cung

trong M c6 duong kinh nhé hon 1/4 va cat W . Khi d6 c6 mét ho hitu han cac
cung A ma mdi phan tir cia A nam trong M \K, cat H, va A" (Ia hop céc

phan tir cia A) chira mdi diém trong W thudc mot thanh phan lién thong cua
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M \K, cat H,. Lay B Ia ho hitu han cic cung thoa A" UB’ chita W va mdi
phan tir cia B c6 duong kinh nho hon /2, ndm trong M \(H, U A") va cit K.

Ky hieu H, (hoic K,) la tap tat ca cac diém thuoc mot tap con lién
thong trong M ma cit H, U A" (hoic K, UB") va co duong kinh nho hon
D(H, U A",K,UB")/3. Ta luu y ring mdi diém cua K, thudc mot tap con lién
théng cua K, cat K, va cé duong kinh nhé hon 1/2+1/6.

Tuwong tu, ton tai cac tap mo H,,K,,H,,K,,... trong M sao cho :

(1) H, va K, cach nhau mét khoang duong.

2) H

va K.

i+1

" chira H, va K, tuong ting.

(3) Mai thanh phan lién théng ciia H_,, chira mot thanh phan lién théng
cua H, .

(4) Mdi diém cua K, nam trong mot tap con lién thong cia K., cat

i1
K, va c6 duong kinh nhé hon 1/2' +1/(3-2).
(5) Mbi diém caa M niam trong mot cung c6 duong kinh nho hon 1/2'
cat H, UK.
Bay giv taco | J(H; U K;) tri mat trong M va chi ¢d hitu han céc thanh
phan lién thong dong thoi | JK; c6 tinh chat S. m
2.2.7. Pinh ly
Diéu kién can va du d¢é mot tap M cd thé phan hoach duoc 1a n6 phai c6
tinh chat S.
Chang minh.
Diéu kién can I hién nhién. Ta chang minh diéu kién du:
Dé chi ra M phan hoach dugc thi ta can chitng minh méi mét thanh

phan lién théng C cia M phan hoach dugc.
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Lay (P, P,»---» P,) 12 Mot ho hitu han céc diém trong C sao cho mdi
diém cia M cach | J p; mot khoang nho hon /4. Goi H; la tap tat ca cac diem
trong C ma cach p, mot khoang nho hon ¢/4 va K. la tap nhiing diém cach p.
mot khoang l16n hon &/2.

Dling 2.2.6. ta ¢6 hai tap con mé lién thong loai trir 1an nhau cua C 1a
U, va V, théa U, UV, tri mat trong C, U, c6 hitu han cac thanh phan lién thong
va chtra H,, V, c6 tinh chat S va chira K. Hon nita, ta ¢6 hai tap con mé caa V,
la U, vaV, thoa U, UV, tru mat trong V,, U, chaa V, nH,va co hitu han cac
thanh phan lién thong, dong thai V, chia V, N K, va ¢ tinh chat S. Tuong ty, ta
xac dinh dugc cac tap U,,V,,U,,V,,...,U, ,,V._,. Céac thanh phan lién thong cua
U,uU,u...uU,_ UV, la mot s6 hitu han, mdi thanh phan lién théng c6
duong kinh nho hon & va hop caa ching tru mat trong M. Do do6 tap M phén

hoach dugc. ®
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Chuong 3. CONTINUUM PEANO DUGI TAC
PONG NHOM P - ADIC

3.1. Dinh nghia va ky hi¢u
3.1.1. Pinh nghia
Khong gian X dugc goi la continuum Peano néu né la mot khong gian
métric compact, lién thong va lién thong dia phuong.
Continuum Peano c6 nhirng dac tinh cia mét cung nén ta thuong xét
continuum Peano nhu 1a mot duong cong lién tuc.
3.1.2. Pinh nghia
Mot tac dong cua nhém G véi phan tar don vi e vao khéng gian X dugc
goi 1a hiéu qud néu va chi néu voi moi g e G \{e}, ton tai mot diém xe X sao
cho g(x) = x.
3.1.3. Pinh nghia
Mot tac dong cua nhom G véi phan tar don vi e vao khong gian X duoc
goi 1 tir do néu va chi néu véi moi g e G\{e} va véi moi diém xe X tacd
g(x)=x
3.1.4. Pinh nghia
Mot anh xa f : X —Y dugc goi 1a k — phan tir néu véi mdi yeY thi tap
f(y) co ding k phan ti.
Véi Z va N theo thir ty 1a cac tap s6 nguyén va sé nguyén duong. Dit
Z, '=7/KZ latap cac sé nguyén c6 médun k e N

3.1.5. Pinh nghia
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Vé6i sb nguyén t6 p cho truéc, mot nhém p — adic 1a mot nhém aben
A = Iiln{an,qﬁr?”} trong d6 cic anh xa @™ :me1 —>an la nhimg d6ng cau
nhom thu duoc khi lday moédun p”.

Hon nita, ta ¢ thé dung tdpd caa nhém Cantor cho céc s6 p — adic. Hon
nita, C4C 6 nay ciing c6 topd cam sinh dwgc tir mot phan tir don. Khi can thiét ta
chon mot phan tir re A 1am phén tir cam sinh topo trong A . Ngoai ra, cic
nhém con khong tam thuong cua A c6 the dugc viét dusi dang o A, Véi
ke N (nhitng nhom con nay hoan toan doc lap vai cach chon 7). Ky hiéu
A= A, lanhém con cua A véichisd p*.

Khi A tac dong 1én khdng gian X thi mot cach ty nhién sinh ra h¢ cac
anh xa {p,: X/A" - X/A"}:

Xy X JA* Py X /AP By X [AZ—B2 5 X /AP —B 5 X /A

Anh xa p,:X/A"— X/A™ cam sinh tir dong cau ¢7,. Néu A tac
dong ty do thi mdi anh xa p, 1a mot anh xa phu p— phan tir. Khi A chi tac
dong mot cach thong thuong 1én X thi trong cac anh xa p_ chi cd mot s6 1a anh
xa phu phan nhanh. Vi mdi neN ta dit P,:=p,op,o---0p, o p, thi khi d6
P, 1a &nh xa phu phan nhanh p"— phan tr. Pat z,: X — X/A  la anh xa
thwong sinh tir tic dong cua A, va véi mdi neN taco z,: X — X/A" la anh
Xa thuong thu duoc tir tic dong cua nhdm con A". Khi d6 cac anh xa vira néu

trén théa man h¢ thac P, oz, = 7,.

3.2. Phan hoach ding bién ciia continuum Peano
Ta bat dau bang mot dinh Iy caa R. H. Bing:
3.2.1. Pinh ly
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Moi continuum Peano déu c6 thé phan hoach duoc.
Chang minh.

Theo 2.1.5. ta ¢4 continuum Peano ¢ tinh chat S va tir 6 né phéan hoach
duocdo 2.2.7. m

Do d6, néu c6 mot nhém p — adic tac dong hiéu qua 1én mot continuum
Peano X thi mot cau hoi duoc dit ra I tac dong nay s& mang dén tinh chét gi
mai cho cac phan hoach cua continuum Peano X. Dudi day, chung ta sé chiing
minh v&i moi >0 thi X c6 thé dugc chia bai cac tap phan hoach co duong
kinh nho hon & sao cho tac dong nhdm hoan vi hiru han cac tap nay.

A Ap

Hinh 3.2.1.

3.2.2. Binh li
Néu f:X —Y [a mot &nh xa hoan chinh thi véi moi tap con compact
Z <Y taco anh nguoc f*(Z) compact.
Chang minh.
Hién nhién taco f *(Z) 1a mot khong gian Hausdorff. Do d6 véi bat ky
ho cac tap mo {U,} . cua X ma hop cua ching chra f (Z) thi ton tai mot tap

hitu han S, =S sao cho f*(Z)= | JU,. Lay 7 la ho c4c tap con hitu han cua

seS,

Sva U; = JU, trong d6 T erthi véi méi zeZ taco f(z) la compact va

seT

dugc chira trong tap U, véicac T er. Didunay chira zeY \ f (X \U; ), tir d6
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Zc|J(YVF(X\U;p)). Vicac tap Y\ f(X\U;) Ia cc tap mé nén ton tai

Ter

T, T,,... T ersaocho Z chJ(Y \ f(X\Uy)). Do dé
i=1
k

f(2) chJf‘l(Y\f(X\UTi)):U(X\f‘lf(X\UTi))c

chJ(x \(X\U, )):OUTI: Uu..

i= se§,
Trong do S, =T, UT, U...UT,.
Vvay f*(Z) compact. m
3.2.3.Bo dé

Cho X vaY lacéac khéng gian métric lién théng, lién thong dia phuong
va f:X Y la mot anh xa mo, nhe, hoan chinh. Néu U cY mé théa U
compact va lién thong dia phuong thi V := f *(U)c6 hitu han cac thanh phan
lién thong.

Chirng minh.

Tacof lientucnénV < X latap mo.

Ldy yeU, vi X lién thong dia phuwong nén véi  mbi
xeW :=f*(y)cV ta co tap mé lién thong O, V. Do f la anh xa hoan
chinh nén theo dinh nghia W la tap compact. Khi d6 ho {O,} la mot phu mé
ciia W nén né c6 mot ho con hiru han céc tap mo O, phu W . Hon nita, moi tap

O, lién thong nén V c6 hitu han céc thanh phan lién thong chira cac diem cua

X
W . Ngoai ra, cac thanh phan lién théng lai 1a c4c tap dong roi nhau. Tir d6 suy
ra mdi thanh phan lién thong 1a tap vira dong vira mé trong V .

Ta can chitng minh anh cua céc thanh phan lién thong nay nam trong U.
That vay, do f 12 &nh xa md nén anh mdi thanh phan lién théng 1a mé. Tuong tu,
vi f hoan chinh nén f 1a &nh xa déng do d6 anh ciia mdi thanh phan lién thong
déu 1a dong. Do U lién thdng nén anh cua cac thanh phan lién théng pha toan
bo U.
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Do d6 tao anh V' chi c6 hitu han cac thanh phan lién thong. m

3.2.4.Pinh ly

Cho X vaY lacac khong gian métric lién théng, lién thong dia phuong
va f:X —Y laéanh xa mé, nhe, hoan chinh. Néu U Y mé théa U compact
va lién thong dia phuong thi f *(U) cling compact va lién thong dia phuong.

Chang minh.

Tir 3.2.2. ta ¢ tao anh V := f *(U) 1a compact. Bé chang minh V lién
thong dia phuong thi tir 2.1.6. ta chi can chang minh nd c6 tinh chat S 1a du. Mat
khac, theo 2.2.7. thi diéu nay lai twong dwong v6i V 1a phan hoach dugc. Do do
ching ta sé di chirng minh V' phéan hoach dugc.

Do U compact va lién thong dia phuong nén U ¢6 tinh chat S va do do
U phéan hoach dugc. Goi G:={g;} 1a mot phan hoach cua U. Ap dung 3.2.3. ta
c6 ho hitu han {h<V/|h 1a mot thanh phan lién thong cua f(g;), véi g, € G}

xac dinh mot phan hoach H cua V . Do d6 dé chiang minh V phan hoach dugc
thi ta can chimg minh kich thudc cac phan tir trong phan hoach cua V 1a c6 thé

diéu chinh dugc.

Chon yeU. Do flaanh xa nhe nén f*(y) la tap O chiéu vi thé hoan
toan gian doan (khong lién thdng) nén c6 co so la cic tap vira dong vira mé. Khi
do do f 1a anh xa hoan chinh nén f~(y) compact nén véi ¢ >0 cho trudc, ta

pha f7(y) bang mot sé hitu han cac tap mé roi nhau ¢ dudng kinh nho hon
g. Ta ky hiéu pha mo nay 12 {J,}.
Xét mot 1an can mo K, :=(") f(J;) cia y (do f m& nén anh f(J;) mo).

Do f 12 &nh xa lién tuc nén ta co tap f‘l(Ky)cUJi la tap mé chua cac diém
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f*(y). Hon nita, tir cach pha f*(y) ta c6 cac thanh phan lién thong cuoa
f(K,) c6 duong kinh nho hon %

Do y duoc chon tly y trong U nén no xac dinh mot phi mo {Ky}y ,cua

U. ViU compact nén {Ky} c6 mdt phu con hitu han duoc ky hiéu 13 {K;}. Goi
& >01a khoang c4ch nhé nhit cua céc phan tir khdng giao nhau cua phu dong
hiru han {K}.

LAy G 1a mot & —phan hoach cua U va H 1a phan hoach lién két vai V
qua anh xa f. Ta chang minh khi 46 & <&. That vy, do bat ky g e G déu nam
trong tap sao cua phii con hiru han {K;}nén ho H ti da chi Ia mot & —phén
hoach cua V .

Vi ety y nén tap V 1a phan hoach dugce do d6 V ¢ tinh chat S suy ra

f(U) lién thong dia phuong. m

Trong truong hgp dac biét nhdm p — adic tac dong Ién mot continuum
Peano, khi d6 3.2.4. va 3.2.3. cung cap céc cdng cu dé xay dung phan hoach
dang bién. Chlng ta sé& thay trong hé qua dudi ddy moi tac dong p — adic hiéu
qua 1én continuum Peano thi nhan duoc mét day loc cac phan hoach ma méi
phan tir cia loc nay c6 twong tng mot tac dong hixu han.

2.2.5. Hé qua (Phan hoach d@ang bién)

Néu nhém p - adic A, tac dong hi¢u qua Ién continuum Peano X thi
v&i moi £ >0 cd mot ¢ — phan hoach cua X trong d6 nhom A tac dong Ién
mdi phan tir cua phan hoach theo mot phép hoan vi hitu han.

Chang minh.
Do anh xa thuong z,: X — X/Ap lién tuc va X la continuum Peano nén

khong gian thuong Y := X /A ciing 1a mét continuum Peano. Hon nira, 7, la
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anh xa ma, nhe, hoan chinh; X va Y déu compact, lién thong va lién thong dia
phuong nén thoa cac diéu kién cua 3.2.4. va 3.2.3.

Do Y la continuum Peano nén theo 3.2.1. tac6 Y phan hoach dugc. Goi

G ={g;} 12 phan hoach cua Y. Tir 3.2.3. ta ¢6 ho hitu han H :={hc X|hla mot
thanh phan lién thong cua 7;'(g;), 0, eG} xac dinh mot phan hoach cua X .
Véi g,eG cho trudc, toan b tao anh h =7,"(g,)= X duoc sip xép boi
nhdm A . Theo 3.2.3. thi do mdi h. chi ¢ hitu han céac thanh phan lién thong
nén nhom A hoan vi hitu han cac thanh phan lién théng caa h, va tir d6 1a cac

phan tir cia phan hoach H .

Dén day, ta chi vira thu dwgc mot phan hoach théa A tac dong l1én duoc

theo mot phép hoan vi hitu han nhung kich thudc cac phan tir trong phan hoach
lai chua xac dinh dugc c6 dung 1a & - phan hoach hay khong. Tuy nhién, giéng
nhu trong chirng minh cua 3.2.4. ta ¢6 kich ¢& céc phan tir phan hoach caa X ¢6
thé diéu chinh duoc nén ta c6 thé chon duong kinh cac phan tir cua phan hoach
khong l6n hon & va tir d6 ta thu duoc két qua can tim 1a mot & - phan hoach
dang bién. m

Pén day, ching ta c6 thé dé dang khai quat két qua cho cac nhom
compact sb chiéu 0 tly y bang 3.2.6. phia duéi. Pontryagin dd chirng minh moi
nhém compact s6 chiéu 0 déu la gii han nguoc cua cac nhém hitu han va néu
cho trugc mot nhém compact 0 chiéu (dugc ky hiéu C) thi khi d6 C hiru han
hodac C c6 tépd cua mot tap Cantor [7]. Khi C la tap v6 han thi nhom C dugc
goi 1a nhom Cantor. Trong ca hai truang hop, ta viétC = lim{C,,y, "} trong do:

(1) Méi C, 1a mot nhém hitu han,

(2) C, ={e} 1a nhom tam thudng,

(3) C, <C,,, dau dang thirc xay ra khi va chi khi C, =C, va

i+1?
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(4) V&i mdi i >0, anh xa v :C,,, — C, 1a mot dong cau.
Luu y ta c6 nhom cac s6 p - adic & mot nhom
Cantor : A = M{Z ; ,¢r?*1}.
3.2.6. Hé qua.
Néu C 12 mot nhém compact 0 chiéu tac dong 18n mot continuum Peano
X thi v&i mdie >0 ta c6 mot & — phan hoach cia X trong d6 nhom C tac

dong 1én mdi phan tir ciia phan hoach nhu phép giao hoan hitu han.

3.3. Phép nang cung va phép dong luin
Khi nhom A tac dong lén khdng gian X thi sinh ra khong gian quy dao
X /A, vaanhxa z,:X > X/A, . Anh xa z, néi chung khong phai la mot anh
xa phu di cac anh xa 7. : X/A" — X/A™ 14 anh xa phu hozc la anh xa phu
phan nhanh. Do d6, mot cau hoi sinh ra 1a liéu cé ton tai phép nang mot cung tir
khong gian X/AIO Ién mot cung trén khong gian X hay khéng? Trong muc nay,
ta s& thay mot s két qua co ban trén khdng gian phu 12 van con duoc git lai. Do
la ton tai phép nang cung va mot diang cau gitta cac nhom dong luan bac cao
7, (X) =7z (X/A,)véi moi n>2.
3.3.1. Pinh nghia
Cho A, B la cac tap ma, T: A— B duoc goi la mot phép bién doi trong,
nhe néu T lién tuc, T (A)=B va khong continuum nao duoc néi véi mot diém
don qua T.
3.3.2. Pinh Iy
Cho A latap mé compact, B 1a tap mo, T:A— B 1a mot phép bién doi
trong, nhe va pq 1a mot cung don bat ky trong B véi p, thuoe T*(p). Khi d6

ton tai mot cung don p,d, trong A sao cho T(p,d,)=pg va pg dong phdi véi

Pod, qua T.
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Chang minh.
[9]. m
Dinh Iy trén cd thé phét biéu lai nhu sau :

Cho cung AcY vamot diém ae A. Néup: X —Y 1a mot &nh xa mo,
nhe, hoan chinh thi voi aep?(a) ton tai mot cung Ac X sao cho
aeA,p(A)=A va p|, lamotphép nhing.

Diéu nay cho ta thiy cac cung c6 thé dugc nang 18n tir khong gian
thuong.
3.3.3. H¢ qua.
Cho nhém p- adic A tac dong Ién mot khodng gian X, tap

Ac X/Ap la mot cung. Khi d6 anh xa 7,: X — X/Ap la anh xa thuong cam
sinh tir tac dong nhom thi véi bat ky o e z,"(a)véi ae A cho trudc ton tai mot
cung A c X thoa 7,(A)=A,z,(a)=a va x|, 1a mot phép nhing.

Néu tac dong néu trén tré thanh tac dong tu do thi ta c6 mot phét biéu
manh hon nhu sau:

3.3.4.Pinh ly
Néu A, tac dong ty do lén X va x,: X — X/A_ 12 4nh xa thuong thi

v6i bat ky cung Ac X /A tacé tao anh 7z, (A) = A x[0,1].
Chang minh.
Goi h:[0,1]— X /A, la mot tham s6 hda cua cung A:=h([0,1]) = X /A, .
Theo 3.3.3. v6i mdi diém aeh™(0) ta c6 mot cung A, c X . Ta dinh
nghia h, :[0,1]< X 14 anh xa thoa h, (t) e z;*(h(t))~ A,. Do ﬁO‘Aa la mot phép

nhang nén anh xa h, 1a mt phép nhiing duoc dinh nghia tét.
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Co dinh diem aeh™(0)va dat A=|]Jg(4,). Do A cA nén

ghy
m,(A)=A. Liy mot diém xe ;' (a) ta co z,(x)e A suy ra ton tai tham sb
t, €[0,1] sao cho 7,(x) =h(t,).

Pat y=h,(t,)e A, taco z,(y)=m,(h,(t))=h(t,)=7,(x) suy ra ton
tai g,eA sao cho g,(y)=x. Lai c6 g,(A)cA nén xeA. Do d6
A= (A).

Gia str c6 mot phan t khong tam thuong g e A sao cho ton tai mot
diem xeA, ng(A,). Lay t,€[0,1] théa h,(t,)=x, tir d6 h(t,)=7,(x). Do
g la mot dong phdi nén ton tai mot tham s6 hoa h :[0,1] > g(A,) thoa
g(h,(0)=h,(t). Vi 7z,(h,(2))=p(2) v&i moi ze X nén nd chi ra ding thirc
sau 1, (h, (1)) =7,(g(h, (D))=, (h, (1)) véi moi te[01]. Lay t,[0,1] sao

cho x=h_(t,). Vi h la phép nhing va:

h(t,)=7,(x) :”O(hg (tb))=7ro(g(ha(tb)))= ”O(ha(tb)): h(t,)
nén tham s t, =t,. Do x=h,(t,)=h,(t,)=g(h,(t,))=g(x) va g khong tam
thuong nén dieu nay mau thuan véi A tac dong tu do. Do A, N g (A4, )= Voi
moi g e A \{e} néntao anh 7,'(A)= A x[0,1]. m

Dinh ly tiép theo s& cho ching ta cach xay dung mot ddy cac cac phép
nang ciia mdt anh xa cho trusc h dén cac khong gian thwong X /A" trong d6 h
di tor mot khong gian compact lién thong don vao khong gian thuong X / A, .

3.3.5. Pinh Iy

Cho nhém p- adicA tic dong Ién khong gian X, anh xa

Ty X = X/A la anh xa thuong cdam sinh tr tic dong nhom va anh xa
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h:K—>X / A, lién tuc (K la khong gian compact, lién thong don) thi ton tai

mot phép néng h:K — X sao cho ﬁooﬁ:h.
Chang minh.
Ta co h la anh xa lién tuc, K compact va =, la anh xa hoan chinh nén

tap Y =7,*(h(K)) compact. Goi r la mot phan tir sinh cua nhom A . Khi do
7., lién tuc déu va sy hoi tu 77 —==—1, 1a hoi tu déu.

Chon k,eK la mot diém co s& va cd dinh diém co so
X, €7,'(h(ky)) =Y < X . Tir ddy nguoc cua cac anh xa phi p— cudn trén cac
khong gian thuong X /A" (trong 3.1.) khi d6 ta c6 véi diém co sé x, € X thico
mot ddy twong ung {x,}  sao cho x,:=h(k,), 7, (X,)=%, va p,(X,)=X,
véi moi ne N. Tuong tu nhu trén, do K lién thong don nén c6 mot d@y cac anh
xa {H,:K — X/A"} _saocho H,(k,)=x,€X/A" va P,oH, =h.

Bay gio ta xac dinh anh xa h: K —Y < K nhu sau: h(k) eﬂ;r,leh(k)
v6i moi k e K. Anh xa h 1a xéc dinh tét do:

- limdiam ("7, (k)) =0,

-Tap 7,5 M, (k) < 7, "H, (k) v&i mdi neN va

- Tap z,"H, (k) compact véi mdi neN.

Anh xa h lién tyc do 4nh xa X, lién tuc va véi bit ky &> 0, ton tai

N g
N >0 sao cho HT|Yp <§.l

Tiép theo 1a hai hé qua lién quan dén cac dong luan suy ra tir 3.3.5. phia
trén.
3.3.6. Hé qua
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Cho nhom p- adic A 5 tic dong lén khong gian X, anh xa
7zO:X—>X/Ap la &nh xa thuwong cam sinh tr tac dong nhém, anh xa
h:[0,1] > X/A, 1a mot dudng trong khong gian thuong va  4nh xa
H:[0,1]x[0,1] - X/A, 1a mét dong luan trong khong gian thuwong thoa
h(t)=H(t,0) voi te[0,1] thi ton tai duong h:[0,1] > X théa z,oh=h va
mot dong luan H :[0,1]x[0,1] - X sao cho h(t)=H (t,0) véi mdi te[0,1] va
Ty 0 H=H.

Chang minh.
Hai khong gian [0,1] va [0,1]x[0,1] déu compact, lién théng don.
3.3.7. Hé qué

Néu mot nhém p— adic A tac dong 1én khong gian X thi voi moi

N> 2 tac6 mot dang cau cia cac nhom dong luan bac cao 7, (X) =z, (X/A,).
Chwng minh.

Véi bat ky n>2, khong gian S" (mat cau) 1a compact va lién théng don

nén ton tai h:S"—>X thoa zyoh=h véi h:S"—X/A . Tir d6 ta co

7, (X)=7, (X/A,), [12]. =

3.4. Tap bt bién

Trong muc nay, tac dong cua nhom A, dugc gid su la tdc dong tu do. Sy
thu hep nay tuy khong dung cho cac tap ma khong noi nao trong tap nay phan
tach dja phuong duoc nhung n6 khéng 1am giam di tam quan trong cua cac két
qua thu duge. Cac dinh ly, b dé trong muyc nay doi hoi khong gian thuong sinh
boi tic dong nhom A khong phén tach dia phuong (tal bat ctr noi nao trong
khdng gian) bang hitu han cac cung. Diéu nay tréng c6 vé 1a han ché mang tinh

ap dat nhung trong bdi canh di tim mot phan vi du cho phong doan Hilbert -
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Smith thi n6 lai 1a binh thuong. Boi vi mét phan vi du nhu vay néu c6 cho mot
da tap c6 s6 chiéu 16n hon hodc bang bén thi nd phai khong phan tach dia
phuong duoc bing bat ky cac tap con mét chiéu nao.

Tiép theo, chiing ta di tim hiéu hai bo dé 1am nén tang xuyén subt trong
cac chirng minh ciia muc ndy. Ching chi ra gitra hai diém x va y bat ky ta c6 thé
dung mot cung J khdng nhiing tranh dugc phan con lai caa quy dao hai dau mat
ma con tranh duoc quy dao cua chinh nd (ngoai trir kha niang x ¢6 thé nam trong
quy dao cuay ).

3.4.1. Bo dé

Cho nhdm p - adic A, tac dong tu do Ién khong gian X . Khi do véi
bat ky X,y e X sao cho ton tai mot khdng gian con lién théng Y = X ¢ tinh
chat S cha x,y va khong gian thuong Y / A, khong phén tach dia phuong dugc
bang mot s6 hitu han cac cung thi véi moi nhém con A" < A ton tai mot cung
J — Xt x dén mot diém zeA"y sao cho JN(AXUAY)={xz} va
9(J)nJ <= {x,z} véi moi ge A . Hon nita, néu L= X /A, la hop hiru han cac
cung thi J ¢6 thé duoc chon sao cho z,(J) N L < {7z, (x), 7, (y)}.

Chang minh.

Giasir x,yeYcX va A"<A.

Goi m,:AY >Y/A" va z,:AY —>Y/A la cac anh xa thuong cam
sinh tir tac dong cia A . Do Y/G =GY /G véi bat ky nhém G tac dong lén X
nén hai khong gian nay trong ching minh c6 thé dung dé thay thé cho nhau. Vi
Y lién théng va c6 tinh chat S nén ta c6 thé dong nhat hai khong gian thuong

Y/A, va Y/A" véi nhau. Ta c6 A, tic dong tw do Ién X (va tr d6 1a trén

AY = X ) nén ton tai anh xa phu p" —phan tir P, :Y/A" 5> Y/A .
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Trong truong hop diém x e A"y thi ddy 1a cung suy bién nén ta c6 ngay
két qua can tim. Do d6, khong mét tong quét ta cd thé gia st xe A"y. Pat
x, =7, (x) va x, =z, (y) taco xgA"y nén dan dén x, = x,. Vi P, la anh xa
pha va Y/A" ¢6 tinh chat S nén ton tai 6 >0 sao cho véi moi weY /A" khoang
cach d(w,z™(w))> & véi moi 1<m< p".

Do Y/A, ¢ tinh chat Snén Y/A c6 mot phan hoach khéi v sao cho voi
mdi N ev thi cai kéo lai P*(N) c6 chinh xac p" thanh phan lién thong ma
trong d6 mdi thanh phan lién thong lai c6 dwuong kinh nhé hon & trong Y/A".
Hon nira, ho cé4c thanh phan lién théng nay lai xac dinh mot phan hoach khéi
cam sinh z cia Y/A" trong &6 mdi phan tir phan hoach M € u c6 bac ding
bang p" dudi tac dong nhém tu do Z , camsinh t& A,. Piéu nay cho thay
x, € Int(M) véi duy nhat M € ¢ nao do.

Taco Y/A" lién thong va cd tinh chat S nén khong gian nay 1a lién thong
cung. Goi {M,}' < la mot xich cyc tiéu ndi hai diém x, va x,theo thir ty
ting dan caa n. Do d6 x, e M, x, €M, V6i i>1; x,eM

X, €M, voi j<n

n?

vanéu oM, noM; =@ thi

k—j|<1.
Vi A, tic dong 1én x nhu mot tic dong nhom tw do Z , nén voi bat ky
O<k<p" vamoi 1<i,j<n néu z“(M;)n M, c6 mot tap mo khac rong thi

rk(Mj):I\/I

Dit B, :={x}.Véi 1<i<n, lay B,c oM, oM., 1a tap I6n nhét c6 tinh

chatnéu beB, vabedoM thi M =M, hoic M =M, ,,. Do x la mét phan hoach

i+1"

|6p nén mdi tap B, khac rong va phan tach dia phuong .
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Goi B/ = U B,
j=1

ph

Pat K, ={x,} va L, ={r'(K, )}|_1 Do L, 1a mot ho hiru han cac diém
nén khong phan tach dia phuong dugc. Do d6 B, \ L, khac rong. Chon K, la
cung trong M, di tir diém k, = x, dén diém k, € B,\ L, théa K, " B; ={k,}. Lai

p"-1
dit L=LulJr(K). Vi L\L, cY/A"\M,, KnNnL=0 va

K,noM, ={k,;} nén L nK, =.

Gia sir voi k nao d6 ma 1<k <n thi véi moi 1<i<k ta cd cac cung

k p"-1
Kic M, ditr kB deén k eB; sao cho tap L = J(J7'(K;) cb hitu han

j=0 I=1
) k
cac cung roi nhau va hitu han cac diém c6 lap, hop K| := U K la mot cung di tir
j=1

X, dén k., K; nL =@ va K; nB; ={k;}'

j=1°
Vi

p"-1 p"-1 k

(L \L)N B, U (KinBr ) =UJ7 (KinB)=JU7' (k)
I1=1 =1 j=1
la mot tap hitu han cac diém nén nd khong phan tach dia phuong dugc. Luu ¥
tap B, \ L, la khac rong nén:
Lay k,,, € By, \ L.
Do L, chira hiru han cic cung va cac diém ¢ Iap nén n6 khong phén

tach dja phuong M, ,. Ta goi K,,, 1a mot cung tir k, € B, dén k,,, B, thoa
Kia N Ly = @ va Kea N B|:+1 = {kk’kkﬂ}‘ bat L, =L v U k+1 . Nhan

xétrang L,,, NK{,, =@ dohop L, UK, lamét A — quy dao ddy du cua K, .
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Bang phép quy nap hitu han ta xac dinh K':=K' trong d6 diém dau mat
k. duoc lay 12 x, .

Goi J 1a mot cung (thu duoc tir 3.3.3.) 12 phép nang cua K' bat dau tir
diém xeY . Khi d6 b6 dé dugc chang minh hoan tit. Hon nita, cho mot sb tap
hitu han cac cung L, ta nhan thay tap Y \L U {x,(x),7,(y)} c6 tinh chat S va
¢ cac diéu Kién phan tach dia phuong nén Y \ LU {7Z'O(X),7Z'O(y)} c6 thé duoc
ding trong chiing minh thay cho Y. Do d6 ta c6 thé chon J sao cho
7, (1)L {z,(x),z,(y)} .=

Trong khi b6 dé phia truéc chi c6 thé v& mot cung trong nhdm con cua
muc tiéu mong muén thi bo dé dudi day s& dung né dé thu dugc mot cung di dén
chinh x4c diém dau mat ma ta can.

3.4.2. Bo dé

Cho nhém p - adic A  tac dong ty do 1én khong gian X . Khi d6 véi
bat ky x,ye X sao cho tén tai mot khdng gian con lién thong Y < X c6 tinh
chat S chtra x,y va khong gian thuong Y /A, khong phan tich dia phuong dugc
boi mot sb hiru han cac cung thi ¢ mot cung J— X tir x dén y sao cho
IN(AXUAY)={xy} va g(J)nJI ={x,y} véi moi geA,. Hon nita, néu
L< X/A, 1a hgp hitu han c&c cung thi cung Jco thé dugc chon sao cho
7, (1)L {m, (x), 7, (y)}

Chang minh.
LAy X,y eY c X nhu trén. Trong truong hop x=y thi bo dé 3.4.2. 14

tam thuong. Do d6 khong mat tong quat gia st x =y va dit d,:=d(x,y). Do Y

c6 tinh chat S nén Y phan hoach duoc. Goi v, la mot d—2°— phan hoach cua Y

0
sao cho yeY, trong do Y, ev,.



44

o 1
Chon mot nhém con A® <A thoa Ay cY,. Tir 3.4.1. suy ra ton tai

mot cung J, tir x dém diém y, e Ay CY,.
Goi Jg lamét cung con ciia J, tir x dén 8Y, sao cho J; NaY,={x,} 1a

mot tap don .

Dit d, = min{d—z",d(xl,y)}. Do Y, c6 tinh chat S nén ton tai mot %—

phan hoach v, cta Y, théa yeY, véi Y, ev,. Ly nhom con A™ <A™ sao cho
A"y cY, va ap dung lai 3.4.1. ta tiép tuc thu dwoc cung J, tr x_ dén

ye Ay Y, thoa Jgn A J ={x}.
Ta goi J; 1 cung tao thanh tir J] véi cung con ciia J, tir x, dén oYy,

thoa J; MY, latap don {x,}, l4p lai qué trinh trén mot cach vo han ta thu duoc

déy cac cung {J;}, , day cac duong kinh {d,}

., Va day cac dau mut Yo
cua chung.

Do déy (d,) kha tong nén J :=limJ/ 1a mot cung. Vi y, — y nén cung
J di tir xdén y. Bing cach xay dung ndy, cung J c6 céc tinh chit nhu mong
muén. m

Ap dung 3.4.2. khi ddu mat y nam trong quy dao cua X va sau dé tir toan
bo quy dao cua cac cung thu duoc thi ta s€ c6 mot vai continuum con tha vi
duoc sinh rakhi A; cua ta tac dong ty do.

3.43.Pinh Iy

Cho mot nhdm p — adic A tac dong ty do 1én khong gian X co tinh

chat véi moi cap diém x,ye X ton tai mot continuum Peano Y = X chia hai

diém trén va khong gian thuong Y / A, khong phan tach dia phuong boi mot $6
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hitu han céc cung. Khi do, véi moi x € X ton tai mot khong gian Z, c AY < X
voi xeZ,, suthu hep (A, )‘ZX 1a tac dong tu do va c6 thé dugc xay dung sao cho
Z, va Z,/A, 1a dong phoi (twong img) vdi:
(1) Tich A, x S' va duong tron S' trong d6 nhom A, chi tac dong Ién
nhan tir dau tién,
(2) mot solenoid va mot duong tron,
(3) p* solenoid phan biét va mat duong tron.
Chang minh.
Lay 7 e A 1a mot phan ti sinh cua nhom.
(1) Lay z¢ A (x).Dung 3.4.2. ta co mot cung J, tir x dén z
thoa 7,(J,) 1a mot cung. Ap dung lai b6 dé ta cd mét cung J, tir z
dén x thoa 7,(J,) la mot cung. Khi d6 J,nJ,={xz} va
my(J; W J,) la mot duong cong dong don. Pat Z, = A (J,UJ,).

Khong gian Z, = A x S* va khdng gian quy dao Z, /A = S*.

Hinh 3.4.1.
(2) Dung 3.4.2.tacd motcung J tir x dén 7(x) trong d6
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Z,=A,(J)=2 lamét p— adic solenoid. Hon nira, khong gian
quy dao J/A =Z, /A la mot duong cong dong don nén dong phoi

véi mot duong tron.

Hinh 3.4.2.
(3) Dung 3.4.2. taco mtcung J tir x dén z* (x). Toan anh
Z,=AQQ)=Z  x%, xic dinh p“ céc p- adic solenoid phén
biét. Ta lai c6 J/AID ~ S'la mot duong cong dong don nén dong

phdi véi mot duong tron.
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. T(x)

Zpx By Z,cX

Hinh 3.4.3.

Tiép theo, ching ta gi6i thiéu mot khai niém lién quan dén phan hoach
s& duoc dung trong phan con lai caa muc nay.
3.4.4. Pinh nghia
Cho P la mét phan hoach. Khi @6 do lon phan hoach P, ky hiéu mesh P,
1a duong kinh 16n nhat caa moi phan tir trong phan hoach P.
3.4.5. Vi du
Trén doan [1,5] ta xét phan hoach

P={P,=1P,=3P,=4,P,=5}.
Khi d6 mesh P = max{|P - P_,[;i=0,...,3} =2.

Cudi cuing, bing cach dung cac khong gian bat bién & phan (2) va (3) cua

3.4.3. (cu thé 1a céc p - adic solenoid), ching ta s& di vao mot vi du phuc tap vé
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xay dung mot nhém duong cong Menger bat bién khi cho nhém p - adic tac
dong tu do 1én continuum Peano théa mot sé diéu kién nhu trong dinh 1y dudi
day.

3.4.6. Pinh ly

Néu mot nhém p— adic A tac dong mot cach ty do 1én continuum
Peano X thoaX /A, khong phén tach dia phuong duoc bang mot s hitu han
c4c cung thi voi mdi diém x e X c6 mot dudng cong Menger x chira x trong

do thu hep (Ap) la mot tac dong p — adic tu do.

|
Chang minh.

Pau tién ching ta di xac dinh mot sé dang continuum nhu sau:

Mot khdng gian con V cua X /A, duoc goi la dang I néu n6 dong cau
véi mot cung c6 hai dau mat phan biét trong khong gian xung quanh.

Mot khong gian con V' cua X /A, dugc goi la dang Q néu n6 dong cau
véi mot khong gian dang | va véi mot duong tron ma tiép xdc tai mot diém bén
trong cua cung do.

Mot khdng gian con V cua X /A, duoc goi la dang X néu no dong cau
véi hop cua hai khéng gian dang | giao nhau 1a mét diém don va diém d6 nam
trong phan trong cuaa ca hai cung.

Quay lai dinh ly:

Ly xe X . Tir 3.4.3. ta c6 mot duong cong dong don W, < X /A, thoa

=, =1m,"(W,) 1a mot solenoid véi nhdm A tac dong tu do lén trén. Pé chung
minh dinh Iy ndy ta s& ding phép quy nap. Pau tién, dat Q',:={X/A} la mot

phan hoach khoi tam thuong cua X /A, B.,=C, =@ va L, =0.
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Do W, la mdt duong cong dong don trong continuum Peano X / A, nén
ta chon Q la 1 — phan hoach khdi cua X/Ap sao cho c6 mot ho con Q, thoa
nhitng tinh chat sau day:

(1) W,nao=03 véibatky we(Q\Q,).

(2) Vé&i mdi weQ, thi W, N thugc dang T va cé cac diém bién 1a «,

va g, .
bat B, ::{aw‘a)eQO} u{ﬂm

a)eQO}.

Vi mdi weQ,, goi K, @ la mot phan ti chinh caa loc chinh ciia @
théa K W, = @. Chon mot phan tir ¢, e K, nW,. Tén tai |, >0 sao cho mdi
thanh phan lién thong cua nghich anh  7z,*(K, ) 1a khong doi qua A'. Chon
L, >1 théa L > max{lw\cero}. Theo 3.4.3. ta c6 mot duong cong dong don
J,cK,cocX/A véidiém co so ¢ thoa J, "W, ={c,} va z,*(J,) co
chinh xéc p" solenoid hoan vi qua A, .

bat C,:={c, |oeQy} vaw, =W, | J J,.

0o

Véi k >1 nao @6, gia sir vai moi 1<n<kta co:

(1) Ton tai mot tap hiru han C < X /A théa C , =C vaC_, =C,.

(2) Tontaisdtwnhién L >L, .

(3) Khénggian W_ =W _, ,trongdo W _, cW, < X/AIO , la mot
continuum phan tich dugc thanh hiru han cac duong cong dong don
J. cotinhchatnéu J, cW,, va J. #W,_, thi J. AW, cC \C_, Ia
tap don va 7, (J;) = X 1a p" cac solenoid.

(4) Ho Q! lamot 2" — phan hoach khéi caa X /A, loc O , sao cho
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hocon Q .= {a) eQ) |
ky we(Q,\Q,,).

oW, , =D} théa W, , "o =2 véi bat

Hon nita, phan hoach Q' , dugc xay dung sao cho vai bat ky

e Q, ,thi khdng gian con W. n @ thudc dang Q hoac dang X co
bién W, " dw c6 hai hoic bon diém co lap tuong Gng.

Tap tit ca cac diém bién B, trong d6

B,,=B,_ = |J {xeW,|xedw} phan tach dia phuong W, .

weQd,

Lay Q' la mot 2%~ phan hoach khéi loc Q) sao cho ho con

Q, = {a)eQ[(

(1)
(@)
©)

Dat

oW, =@} thoa:

W, n@ =@ véi batky oe(Q\Q,).

Néu we Q, thi @ "W, thudc dang | hoic dang X.

Néu @, w, € Q, ma @, N @, "W, =@ thi @, ~a, "W, 1atap don

va chi toi ta mot trong hai tap @, w,c6 dang X.

B, =B U | J (W,ndw) la hitu han cac diém thi tap nay phan

ey

tach dia phuong W, .

bat O, ={weQ,} trong 406 wnW, la dang I. V&i mdi weQ,, |lay

K, c la phan ta chinh trong loc chinh cia @ thoa K, "W, =@. Lay

c, €K, nW,.Chon mot s6 L, >L, théa véi moi K_ thi mdi thanh phan lién

théng ctia nghich anh z,*(K,) la bat bién qua A“*. Dung 3.4.3. ta c6 mot

duong cong dong don J,cK cwc X/A, Véi diém co so ¢, thoa

\ -1 7 Ve 7 L+ 7 - 7 .
J, "W, ={c,} va z,"(J,) c6 chinh xac p™ cac solenoid hoan vi qua A, .
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bat W, =W, [ JJ, va ldy C,=C, u{c,|oeO,}. Ditu nay két

ey
thiic phép quy nap va do d6 c6 mét day ting nghiém ngat cac so tw nhién {L,}
cling nhu cac tap W = OWk , C= OCK va B = O B, .
k=0 k=0 k=0

Pit u:=xz,"(W). Ta can chang minh z la mét dudng cong Menger
bang cach chi ra wthoa nhitng dic trung cua duong cong Menger. Nhitng dic
trung nay dugc Bestvina chi ra 13 duong cong phai dong nhat véi tap compact
c6 s6 chiéu 1, lién thong, lién thong dia phuong va cé tinh chat cung phan chia

[3]
Yéu cau 1. Khéng gian x c6 chiéu phu dim z=1.

Ta dit B:= {{a)eQi}u USt(b,Qi)

beB;

ieN}. Do mesh (©;)—0 khi

i —>o0 nén ho B xac dinh mot co sé mang tinh chat S cho W . Véi bat ky
B € Bdo bién &B c6 hitu han cac diém nén W c¢6 chiéu pha dimw =1.

V6i mdi B e B, nghich anh 7,*(B) gdm hitu han cac tap mo va ho
B':={B' < X|B’ lamot thanh phan lién thong cia z,"(B) véi B B} xac dinh
mot co s& cua . V&i mdi Be B, do bién 6B la tap hiru han nén véi moi
B'e B’ taco bién dB' 1 hitu han céc tap Cantor va do d6 co sb chiéu 0. Tir do,
taco dimu=1.

Yéu cau 2. Khong gian x lién théng.

Lay hai diem vy,,y, € ¢, ton tai neN sao cho 7,(y;)eW, véi i=12.
Khi d6 c6 mot cung ndi 7, (y;) va W, duoc nang dén cac cung trong x bit dau

tir y, voi i=1,2. Do nghich anh 7;*(W,) ==X, la solenoid nén n¢ lién thdng. Do
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d6 hai diém y, va y, nam trén ciing mot thanh phan lién théng cia 4. Do vy,, Y,
la cap diém tuy y trong z, khdng gian g 12 lién thong.

Yéu cau 3. Khdng gian x lién thong dia phuong.

Ta dung hai co s& B va B’ da xac dinh trong Yéu cau 1., ¢é ching minh
u lién thong dia phuong thi ta chi can chiing minh méi B’ € B’ chi ¢6 hitu han
cac thanh phan lién thdng. Diéu nay lai dugc thu hep lai 14 ta can chang minh
mdi B e B chi cb hitu han cac thanh phan lién thong bang cach chi ra véi moi
ieN, @ W c6 hitu han cac thanh phan lién thong véi moi w e Q.

Véi we Q. tuy y thi "W, la dang I (do d6 1a mot cung) hodc dang X
(bon cung gap tai mot diém chung). Trong ca hai truong hop ta ¢ @ AW, lién
thong. LAy we @ "W thi weW, véi n>i. Tir cach xay dung caa W, ta c6 hitu
han cung trong @ di tir w dén W,. Do w tlly ¥ nén @ nW lién théng. Do do6
moi B e B lién thong va din dén moi B'e B cb hitu han cac thanh phan lién
thdng va u lién thong dia phuong.

Yéu cau 4. Khong gian u cd tinh chat cung phan chia.

Goi f,,f,:[0,1] » u 1a cac cung trong x. Véi &>0 cho trudc, ton tai
neN du 16n sao cho cac diéu sau diy ding:

(1) Hinh chiéu cta diém dau 7, f (0) eW, véi i=1,2 .

(2) Kich thudc ti da cta vong lap ( tic la mesh (€, ,)) 1a 2™ <§ .

(3) Nhémcon A" <A thoa d(x,gx)<§ voi moi xe X va geA®™.

Xét cac phép chiéu cung 7, f, :[0,1] > W véi i=1,2 ; khi &6 véi mdi tap
W, xap xi (gan bang) W ta thu duoc cac cung f.:[0,1] > W, véi i=1,2. Véi bat
ky geA va i=12 ; moi phép nang f,:[0,1] — x cua f’ tir £/(0) déngf.(0)

thoa d( f, f)<e.
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Do anh caa méi f;' c6 thé phan tich thanh hitu han cac phan lién théng
don trong W, trong d6 mdi phan dugc nang mot cach duy nhat dén diém co so
dugc chon va c6 mot sé (khong dém dugc) cach chon cho céc phép nang tir cach

N A

chon mot diém co sé caageA™. Ta suy ra c6 cac phép nang f,f, thoa

d(fi, ﬂ)<g va f,n f,=@. Do do u c6 tinh chét cung phan chia.

Do u la khéng gian métric compact, lién thong, lién thong dia phuong
c6 chiéu phu 1a 1 va cé tinh chat cung phan chia thoa cac dic trung Bestvina cua
duong cong Menger [3] nén khong gian « la mot duong cong Menger. B

Tir két qua cua 3.6.4. vai mdi xe X c6 mot duong cong Menger A, -
bat bién. Néu ta thu hep tic dong ty do A lén mot trong nhitng duong cong
Menger nay thi ta thu dugc mét tac dong A, tu do Ién " véi mot khong gian
quy dao 1 — chiéu. Diéu nay 1a twong ty nhung khong dong nhat véi tac dong
A, tu do [én 1+ duoc A. N. Dranishnikov [4] tim duoc va sau d6 dugc mo ta
boi Zhiging Yang [11]. Ta chi can so sanh cac khong gian quy dao twong ung
ciia mdi tac dong thi s& dé dang thay duoc su khac nhau cua hai tac dong nay.
Biéu dién duéi day cua mdi khong gian quy dao dén budc thir ba cua cach xay
dung. Khong gian quy dao x'/A, tir 3.4.6. c6 cac diém cit con khong gian quy

dao dudi tac dong Dranishnikov chi ¢ cac diém cit dia phuong.
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Hinh 3.4.4. 1'/A, theo 3.4.6.

Hinh 3.4.5. 1*/A, theo Dranishnikov[4,11]
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KET LUAN

Ké tir khi duge nha toan hoc Dirc Kurt Hensel gid1 thi€u vao nam 1897
cho dén nay, cac sb p - adic da dan dan tung budc dugc cac nha toan hoc ké
nhiém nghién ctru va kham pha mé rong ching thanh nhitng 1y tuyét toan hoc
quan trong duoc Gmg dung trong nhiéu linh vuc khac nhau cta toan hoc va ciling
nhu trong vat 1y, thdm chi 1a cé trong sinh hoc.

Khi nghién ciru cac sd p - adic nay, cac nha toan hoc nhan ra s p - adic
da quét sach moi cach mé rong cua tap s6 hitu ti Q. Nam 1910, khi Steinitz
trinh bay cdc nghién ctru cia minh trong mot bang tom tat vé 1y thuyét cac
truong thi d6 ciing 13 lac cac s p - adic duge xem nhu 1 mot dong co thic day
cho sy hinh thanh mot 1y thuyét méi. Ciing trong thoi gian d6 Fréchet va Riesz
dd van dung céac tu tudng topd dé lam rd va dua ra nhitng hiéu biét mai vé sb p -
adic. Sau nay, khi cac sb p - adic duoc Karschak trinh bay dudi dang topd cia
cac khong gian métric va ciing voi mot s6 nghién ctru cta cac nha toan hoc khéc
da hinh thanh nén giai tich p - adic. Tu do, cac $6 p - adic, mdt cach ty nhién da
hoa minh vao hé théng toan hoc trén toan thé gidi; thu hut thém nita su quan tim
ctia cac nha nghién ctru va do két qua 1a hang loat cac két qua ra doi va di nhién
kém theo d6 1a cac van dé nay sinh trong qua trinh tim hiéu ching.

Tuy cac van dé nay da phan déu duoc giai quyét nhung lai ¢6 nhitng van
dé lai lam cho cac nha toan hoc khong giai quyét dugc. Mot trong cac van dé
nhu vay chinh 1a tim cdu trd 1061 cho phong doan Hilbert - Smith: " Mot da tap M
bat ky c6 ton tai mot tac dong hiéu qua ctia nhém p - adic 18n nd hay khdng?"
Mot van dé v6i hinh thie phét biéu kha ngan gon nhung viéc tim 151 giai cho no
qua thuc lai 1a mot hanh trinh dai ma cho dén gan day chi giai quyét duoc cho
truong hop da tap c6 s6 chidu dén 3 ma théi. Voi mot van dé nhu véy thi luan

van nay khong di tim 101 giai cho da tap c¢6 s6 chi€u 16n hon ma don gidn la chi
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tim hiéu mot khong gian s& c6 nhing tinh chat gi khi tdn tai mot tac hiéu qua
ctia nhom p - adic 1én né. Cu thé hon, khong gian ma chung ta di tim hiéu ¢ day
la continuum Peano.

V61 muc tiéu nhu vay, luadn van nay da dugc chia lam ba chuong.
Chuong 1 chi yéu néu lai cac khai niém topd xuat hién trong luan van nham
muc dich giap nguoi doc lam quen véi ching. Chuong nay cling trinh bay khai
niém veé sb p - adic va kém theo d6 1a mot s6 vi du giap lam ro khai niém vé sb p
- adic. Nhimng kién thirc ndy sé& gitip Chuong 2 va Chuong 3 trd nén rd rang hon
khi doc.

Tiép theo, Chuong 2 dic biét chu ¥ dén hai khai niém tinh chat S va
phan hoach mét tp. Qua chuwong ndy chung ta thiy hai khai niém c6 méi lién hé
mat thiét voi nhau cling nhu mot so tinh chét cta timg khai niém. Chuong 2 13
mot budc dém cho ta thdy duoc xuat phat diém cua Chuong 3.

Tiép ndi cac kién thuc c6 trong Chuong 1 va Chuong 2, dén Chuong 3
chung ta tim hiéu dugc khai niém vé phan hoach ding bién cia continuum
Peano 13 gi. Cuing véi d6 1a su ton tai cac phép ning cung tir khong gian thuong
va phép dang cau giira cac nhom dong luan bac cao dudi tic dong ctia nhom p —
adic va cubi cung 1a cach xay dung mét sd continuum con méi tir quy dao cung
cling nhu tao ra mot duong cong Menger tur tac dong tu do ctia nhém p — adic
Ién continuum Peano ra sao.

Tuy nhién, trong qua trinh lam vi¢c, do trinh @ ban than con han ché
nén du cb ging nhung co thé van con nhitng thiéu sot trong luan vin nay va cd
thé con nhiing két qua khac chua duoc trinh bay. Hon nita, cac két qua duoc
trinh bay trong ludn vin ndy van con c6 thé mé rong hon nita. Vi du nhu néu tac
dong trong 3.4.6. tir tac dong tu do trd thanh tic dong hiéu qua thi két qua thu
duogc s& nhu thé nao. Hay mot van dé co thé duoc dit ra la chung ta co thé xay
dung dugc hay khong mot 16p cac khong gian ma trén d6 ton tai cac phan hoach

dang bién khi nhom p - adic tac dong 1én chiing. Tham chi 1a di tim mot phan vi
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du cho phong doan Hilbert — Smith voi da tap c6 sd chiéu 16n hon hodc bang
bon.
Cudi cung, t61 hy vong s€ ¢6 dugc co hoi dugc nghién clru sau hon dé tim

cu tra 16i cho cac van dé vira néu trén.
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